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1 Ensembles dénombrables

1.1 Deéfinition

Un ensemble est dit dénombrable s’il est en bijection avec N.

1.1.1 Exemples

N*, 'ensemble des entiers pairs.

1.1.2 Théoréme

Z est dénombrable.

Démonstration
Une bijection f de N sur Z :
f@n)=n, f(@n—1)=—n
1.2 Les parties infinies de N
1.2.1 Théoréme

Toute partie non vide de N posséde un plus petit élément.

1.2.2 Théoréme

Les parties infinies de N sont dénombrables.

Démonstration

Soit A une partie infinie de N ; soit ag = min A ; on pose

f(0)=ao
Ensuite ?
A1 =A \ {ao}, ayp = min Al, A2 = A1 \ {al}...
1.2.3 Corollaire

Un ensemble est fini ou dénombrable
si et seulement si
il est en bijection avec une partie de N.

1.3 Produit fini

Théoréme

N2 est dénombrable.

Démonstration

On exhibe une bijection f de N2 sur N*: f (p,q) = 2P (2¢ + 1).

Corollaire

Un produit cartésien fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

1.4 Avec injection ou surjection
1.4.1 Avec une surjection

On suppose qu’il existe une application surjective f de N sur F.
Alors F est fini ou dénombrable.



Démonstration
11 suffit de trouver une partie de N en bijection avec E.
Par exemple, pour chaque élément x de F, le plus petit des antécédents de x.
1.4.2 Avec une injection
On suppose qu’il existe une application injective f de E dans N.
Alors E est fini ou dénombrable.
Démonstration
f induit une bijection de £ sur ?
Sur f (E).
1.5 Les rationnels
Théoréme

Q est dénombrable.

Démonstration

On exhibe une surjection f de Z x N* sur Q :

_P

1.6 Union

Théoréme

Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables
est finie ou dénombrable.

Démonstration

Soit (Ey),cy une famille d’ensembles finis ou dénombrables,
et E leur réunion.
On peut noter

Ep = {unp/p € N}

Il existe alors une surjection évidente de N? sur E :

(n,p) = Un,p

1.7 Un ensemble non dénombrable : NV
Exercice

Soit E = NN P’ensemble des suites d’entiers.
Examinons une suite d’éléments de E :

Us (0),Uo (1), U (2),Uo (3),Uo (4) , ..
0 ), U (3), Uy (4),...
Uz (0),Us (1), Us (2), Uz (3),Us (4) , ...

On introduit la suite U (k) = Uy, (k) + 1 (procédé diagonal).
Cette suite U différe de tous les U,,.

1.8 Les réels

Théoréme

R n’est pas dénombrable.



Démonstration
On utilise & nouveau le procédé diagonal,

appliqué a l’écriture décimale des réels de [0, 1[.
Autre démonstration

Soit (u,) une suite de réels et
X ={un/n e N}

On choisit deux réels ag et by tels que 0 < by —ag < 1 et

ug ¢ [ao, bo] = Io
Ensuite, on construit par récurrrence deux suites de réels (a,,) et (b,,) telles que

1
Vn20,0<bn—an§
n+1

et
Yn > 1, u, ¢ [an,bn] = I, C I

On vérifie que (ay,) et (b,) sont adjacentes,
et que leur limite commune n’est aucun des u,. Donc

X £R

1.9 Les parties de N
Exercice

Montrer que '’ensemble Py (N) des parties finies de N est dénombrable.
Que dire de P(N) ?

Réponse
Soit X un ensemble quelconque et ¢ une application de X dans P (X).
Soit
V={zeX/zégep)}
Montrer que Y n’a pas d’antécédent par ¢.
En déduire que P (N) n’est pas dénombrable.

1.10 Les algébriques
Exercice

A est dénombrable, ce qui prouve qu’il existe beaucoup de réels transcendants...

2 Familles sommables de réels positifs

2.1 Définition

Soit I un ensemble dénombrable, et (u;);.; une famille de réels positifs.
On dit que la famille (u;);.; est sommable
si I’ensemble des sommes finies
D
ieF
ou F' décrit ’ensemble des parties finies de I,
est majoré.
Dans ce cas, la somme de la famille (u;),.; est la borne supérieure de I'ensemble précédent.
Si la famille (u;);.; n’est pas sommable, sa somme est +oo.
Dans tous les cas, la somme est notée
> us

iel



Remarque

Soit (u;);c; une famille sommable ; soit J C I ; alors (u;),.; est sommable.

Remarque

Soit (u;),c; une famille sommable, (v;),; une famille de réels positifs tels que :
VZ'EI,OS’UZ'SUZ'

Alors (v;) est sommable.

2.2 Casoul =N
Théoréme

(tn), ey est sommable si et seulement si la série ) | u, est convergente.
Dans ce cas, la somme est la méme.

2.3 Théoréme de sommation par paquets
Démonstration hors programme

Soit (In,),,cy une partition de I et (u;),.; une famille de réels positifs.

La famille (u;),; est sommable si et seulement si :
1) Pour tout entier n la famille (u;);c; est sommable ; notons s, =, u;.
2) La série Y s, converge.

Dans ce cas : -
dui=) s
el n=0

2.4 Exemple 1

I:NQ;a>0;uo,0:0,

1
Upg = ——&
P (p+q)

sinon.
(up,q) est-elle sommable ?

Réponse
Soit

I, ={(p,q) eN?/p+q=n}
Pour tout n > 1 :

n-+1
Sn = E Up,q = ne
(p,@)EIn

Conclusion :
(upq) est sommable si et seulement si o > 2.

2.5 Exemple 2
I:N2;UO’0:0,

sinon.
(up,q) est-elle sommable ?



Réponse 1

Elle n’est pas sommable ; remarquons que

= 1 > 1
Pré” (ptq)’

Up,q
On est ramené & ’exemple 1.

Réponse 2

Ici
I, ={(p,q) € I/p=n}={(n,q) /g € N}
Pour tout n > 1 :

oo

1 < dt P
Sn: ’U,p’q:zﬁz/ ﬁ:7
(pa)€Eln =0 +q o n°+t on
2.6 Exemple 3
I =N*2 1
Uu. —
pP,q p3 +q3

(tp,q) est-elle sommable ?

2.6.1 Lemme
Va,y > 0,(z+y)° <4(2® + ).

Démonstration

Directement, en développant (x + y)3, ou en utilisant la convexité de t — 3 sur R+.

2.6.2 Réponse 1
On va montrer qu’elle est sommable.

1o
P4 (pta)

Vp>1,Vg > 1, up, =
On est ramené & ’exemple 1.

Réponse 2

On remplace dans un premier temps [ par

J={(p,9)/1<q<p}

et on remarque que

1
v(p7Q) S Ja Ogup,q S E
Soit Jp, = {(p,q) /1 < g < p} ; il est clair que
p
Sp = Z “p,quﬁ:}?

Donc (up,q), e €5t sommable.

(p,9)

3 Familles sommables de nombres complexes

3.1 Définition

Soit I un ensemble dénombrable ; soit (u;);.; une famille de nombres complexes.
On dit que la famille (u;);.; est sommable si la famille (Ju;]);c; est sommable.



3.2 Définition de la somme
Cas réel

Pour une famille (u;);.; de réels sommable on pose :
D wi= ul =) up
i€l i€l i€l
On rappelle que
Viel,0<uf <|ul,0<u; <|u

et (u

i i )iel

ce qui assure que (u;), . sont sommables.

Cas complexe

Pour une famille (z;);., de complexes sommable on pose :
dom=D wtiy y
JEI jeI jeI

ou z; est la partie réelle de z; et y; la partie imaginaire.

3.3 Casoul=N
Théoréme

(tn),cy €st sommable si et seulement si la série ) u, est absolument convergente.
Dans ce cas, la somme est la méme.

3.4 Permutation
Théoréme

Soit o une permutation de I ; soit v; = Uy ;).
Les deux familles (u;);.; et (vi);c; sont de méme nature.
Si elles sont sommables, elles ont méme somme.

Démonstration

Toute somme finie

> luil

i€l

S Juil

i€ F’

est aussi une somme finie de la forme

Elles sont donc de méme nature.

Corollaire

Si la série Y u, est absolument convergente,
alors, pour toute permutation o :

e 0o
E Up = E Ug(n)
n=0 n=0

Cela s’applique en particulier aux séries convergentes & termes positifs.

3.5 Linéarité de la somme
Théoréme

L’ensemble E des familles (u;),
(sous-espace de C), et :

; sommables est un C—espace vectoriel

(ui)iel — Zul

i€l

S

est une application linéaire de £ dans C.



3.6 Théoréme de sommation par paquets
Démonstration hors programme

Soit (I,),,cy une partition de I et (u;),.; une famille de nombres complexes sommable ; alors :
1) Pour tout entier n, la famille (u;);.; est sommable.
2) Notons s, = Zieln u; ; la série Y s, converge, et :

(o]
D ui=) s
il n=0

Remarque

On vérifie ’hypothése de sommabilité en appliquant le théoréme de sommation par paquets a la
famille

(|Ui|)iel

4 Le théoréme de Fubini

Ici, I = N2.

4.1 Un exemple

-1 0 0 0
i -1 0 o0
Pl
R
.Coniment.er... .
Réponse

ap,q:051p<q,flsip:q,ety%qsip>q.

DD =2 ) ) g =0

p=0¢=0 q=0 p=0

4.2 Cas des familles de réels positifs
4.2.1 Théoréme

Rappelons que I = N2.
La famille (an,») (mom)el de réels positifs est sommable si et seulement si :

s oo
1) Pour tout n, la série ) a,,, converge ; on note alors s, = Y " Gmn
2) La série Y s, converge.

Si tel est le cas :

oo o0 o0 o0
E E am,n:§ E Am,n

n=0m=0 m=0n=0

Démonstration

C’est un exemple de sommation par paquets ; ici I, = 7

Réponse

I, ={(m,n) /m € N}



4.2.2 Exemple 1
Ici, I = (N*)2.

1
p*.q°
a quelle condition cette famille est-elle sommable ?

Up,q =

Réponse

a>1let f>1.

4.2.3 Exemple 2
Ici, I = (N*)2.

On introduit, si elle existe :

Aprés calcul :

??‘\»—A

1
p

>

Conclusion :
Inp
Sy~ ——
P pg

donc s, = o0 (p%) avec v = 3 > 1, donc la famille est sommable.

Le méme, autre méthode

On utilise

On trouve

Encore une autre

Utiliser

1
Vp,g>1,—— <
p+a = 2pV/q

4.3 Cas des familles de nombres complexes

Si la famille (a,y, ) de nombres complexes est sommable, alors :
o0 oo o0 o0
E E Am,n = E E Am,n
n=0m=0 m=0n=0

Remarque

Pour vérifier 'hypothése de sommabilité :
on peut appliquer le théoréme de Fubini a la famille

(lail)ier

10



4.4 Exercice

Calculer
>y ek
p=2 q=2 qp
Réponse
Soit
=1
Sp = —
q=2 7

sp existe (série de Riemann) ; il faudrait montrer que ) s, converge...

Ce qui découle de
0<s <L N /+°° dt 1 N 1
S — —_— = — _—
P = 9 tr 27 (p—1)2r-1

Mais il y a plus simple :
Soit

qp

=1
tg=>» —
p=2

tq se calcule :
1

q(qg—1)

oo 0 _1p 1
IR

P
p=2q=2 4

ty =

Conclusion :

5 Le produit de Cauchy

5.1 Introduction

Soit £ = CN ; on définit sur £ une loi de composition interne ainsi :
pour u,v € F, on définit w = u * v par :

n
vn > 0,w, = Zuk.vn_k
k=0

On prolonge ainsi la multiplication connue dans C [X].
On peut montrer que * est commutative, associative, et posséde un élément neutre.
On peut chercher les inversibles...
Par exemple, soit u définie par ug = 1,u; = —1, et u,, = 0 pour n > 2.
Dans C[X], u est appelée ?
u=1—-X

u n’est pas inversible dans C[X], mais l'est dans E.

5.2 Théoréme

Soit (uy), (v,) € CY ; on suppose Y u, et > v, absolument convergentes.

Soit
n
Wp = E Uk Unp—k
k=0

Alors Y w,, est absolument convergente, et

e o 0o
E Wy = E U, - E Un
n=0 n=0 n=0

11



Démonstration

I=N?;a,,=upv,.
On déduit du théoréme de Fubini que (a, 4) est sommable et a pour somme

oo (oo}
E uTL' § /U’VL
n=0 n=0
Ensuite, on utilise le théoréme de sommation par paquets avec

Jp={(k,n—k)/0<Ek<n}

5.3 Application a exponentielle
Théoréme

n
Pour z € C, on pose €* = Y /= ; alors :

’
Vz,2 € C,e"t* =e”.e*

Démonstration
Soit z,2" € C.
=1
z+z' _
= LG =2 S ()
n=0
Donc

Sn— k
sz. T

n=0 k=0

On peut donc appliquer le théoréme avec u, = 'Z—): et vy = 47.

5.4 Un contre-exemple
On définit (u,) et (v,) par

sin>1,et ug=wvy=0.
Les deux séries »_ u, et > v, sont semi-convergentes d’aprés le TSA.
Mais Y w,, diverge grossiérement, en effet :

Z\f\/ﬁ

Donc

|wn|—z z -

5.5 Le théoréme de Mertens (exercice)

Soit (un), (v,) € CY. On suppose Y u,, absolument convergente et > v, convergente. On notera
U et V leurs sommes.
Soit

n
wp = E Uk - Up—k
k=0

Alors Y w,, est convergente, et

oo (oo} [ee]
g wy, = E ung v, = UV
n=0 n=0 n=0

12



5.5.1 Lemme

Soit (uy), (v,) € CY. On suppose > u,, absolument convergente, de somme S et (v,,) convergente,
de limite L. Soit w = u* v : N
Wy = Z Uk Un—k
k=0

Alors (wy,) converge vers L.S.

Démonstration

On se rameéne trés facilement au cas ou L = 0.
(vn,) est convergente, donc bornée. On note

M = [(vn)l o
Ensuite on fixe € > 0, et ng tel que
o0
€
n=nogo

On obtient

no
I3
¥n > no, |wn| < 5+ > ukvnk
k=0

Conclusion ?

Variante

On peut écrire
o0
Wp = E Uk Un—k
k=0

avec la convention v, = 0 pour n < 0.
Série qui converge normalement car

Vn € Z, |ug.vn—k| < M. |ug|
On termine & ’aide du théoréme de la double limite.

5.5.2 Démonstration du théoréme de Mertens

On notera
Vn = Z Vk

avec la convention V,, = 0sin < 0.
On vérifie facilement que pour N >0 :

N N n N N—k
E Wy = E E Uk UOp—k = E Uk E Vq
n=0 k=0 q=0

n=0 k=0

Donc
N N o]
E Wy = E ug.Vy_ = E ug.VN_k
n=0 k=0 k=0

Le lemme permet de conclure.
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