Séries entieres et intégrales
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Montrer que

Indications
Soit
2r __ e~

f se prolonge par continuité sur [0, +oco[ en posant f(0)= %

En +oo: f(z) ~2.e?*, donc f(z) =o0(Z), d’ou I'intégrabilité de f. Ensuite :

_ z.e _ —2x —3kx
VxE]O,-l—oo[,f(:v)—m—xe .Ze
k=0

Soit

“+o0

I, = / ’:1:.6*(%%)“’ dz
0
On pose x = 5%, changement de variable C! bijectif :
+o0 1 400 1
Vk >0, Iy = / z.e” 3Rz, — 72/ ue du = ——
0 (2 + 3k) (2 + 3k)

> uy converge, donc le théoréme d’intégration terme & terme s’applique, ce qui permet de
conclure.
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1- Montrer Dexistence de I = fo

1 t4
2- Montrer que
- ()
I = n
go (4n+1)4
Indications
1- f:t— W est continue sur [0, 1] et
1
1-h) ~ —
JA=h) ~ 3 T

intégrale de référence.
2- On sait que

Vue]-1,1[, (1+u) % = Zan
n=0



avec

0 — (-é) _ () oot ) e (20!

n n! an(n1)?
Donc :
N ),
Vi e [0,1[, f(t) = 7;04”.(71!)&

Ensuite intégration terme & terme.

2n

Par exemple, on peut montrer la convergence de ﬁ

4= en remarquant que les sommes

partielles sont majorées par fol f.

3 q, =0
T (2n41)!
Chercher le rayon de convergence et la somme de la série ) (2("!)2

n—i—l)!xn'
On pourra calculer I,, = fol t. (1 —¢)" dt.

Indications

On en déduit que

Avec n intégrations par parties, on montre que
vn >0, a, =1,

Fixons = € |—4,4[. On sait que Y a,.z" est absolument convergente.
Soit )
Up = Ap.T" = / "o (1 —t)" .a™dt
0
et

1
vn:/ [t". (1 —t)" 2™ dt
0

> v, converge. Il en découle que

&) 1 oo 1
dt
s(z) = ana:":/ t”.(l—t)".x"dt:/ B —
2 ) 2 ) T et

Pour 0<zxz <4:

s(x) = $arctani
Vv (d—1) Vi —x

1 4=
4 fO 1+tdt

On définit f par

1 tm
f(x):/o Tt

. Trouver le domaine de définition D.

. Montrer que f est continue sur D.

. Montrer que f est de classe C! sur D.

. Montrer que f est développable en série entiére et trouver le rayon de convergence.
. Calculer f (z)+ f (z + 1) et trouver un équivalent de f en —1.

. Trouver un équivalent de f en 4ooc.

. Montrer que f est analytique sur D.
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Indications

1. D =]-1,+o0[.
2. On fixe ¢ > —1. Domination sur [a, +oo] :

t* t
Ve >a,VteI=1]0,1[,0<

1

+
—_
+

et ¢ est intégrable sur |0, 1.
3. On fixe a > 0. Domination sur [a, +00] :

t
Ve > a,Vt e 1,0 < [lnt| 1 < |Int|t* = 1 (¢)

et ¢ est intégrable sur |0, 1].
4. On fixe z € |-1,1].

t{L’
V¢ I % Int
ST T it Z tn (
avec " ()"
™. (Int
)=
n (1) (I1+¢t)n!
On va appliquer le théoréme d’intégration terme & terme :
1
_ IwI" |=|” |
Yn >0, I, = \un\ < |l t|"dt = In
avec

1
an/ [In¢|™ dt
0

+oo
In = / e tautdu=T(n+1)=n!
0

Changement de variable : t = e™".
On obtient

Conclusion :
Vn>0,0<1, <|z|"

terme général d’une série numérique convergente.
On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme :

Ve e]-1,1[, f(z) = ian.x”
n=0

avec
1 [ (Int)"
ap = —.
n!"Jo (1+7%)
d. 1
-1 1) =
Ve > L f @)+ f @t 1) =

6. Avec une intégration par parties :

1 N 1
2(x+1) z+1

1 t1+1
g(fﬂ):/O mdt

Ve e D, f(x)= g (x)

ol

1 tm+1 1 1
VxeD,OSg(x):/ 2dtg/t“”“:
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Donc, en +o00 : g(z) = O (1).
Conclusion :

7. On généralise la question 4.
On fixe a € D et h € R. On remplace = par a + h.

CE

tI hlnt
Vel T T T Z"”
avec h 1
" (Int)"
(1) = o, 0D
(1+t)n!

On va appliquer le théoréme d’intégration terme & terme :

1 n 1 n
h h
Vn >0, In:/ lun| < Q/ % [Int|" dt = i.Jn
0 n. 0 n

!
avec
1
Jn:/ t Int|™ dt
0

Changement de variable : t = e™".

On obtient oo
r 1 !
JIn :/ e “e T Maytdu = (n+ n) - -
0 (@+1)"  (a+1)

Conclusion :

h n

Yn>0,0<
i P

terme général d’une série numérique convergente si ‘ ’ < 1.

Conclusion : on peut appliquer le théoréme d’intégration terme & terme si ’
que la fonction
g:h—= f(a+h)
est la somme d’une série entiére de rayon R, > a + 1, ce qui est logique :

I’intervalle le plus grand centré en a et contenu dans D.
On peut aussi montrer que R, = a + 1.

‘ < 1. On obtient

a + 1 est le rayon de



