
Séries entières et intégrales

1
´ +∞
0

x
e2x−e−xdx

Montrer que ˆ +∞

0

x

e2x − e−x
dx =

∞∑
n=0

1

(3n+ 2)
2

Indications

Soit

f : x → x

e2x − e−x

f se prolonge par continuité sur [0,+∞[ en posant f (0) = 1
3 .

En +∞ : f (x) ∼ x.e−2x, donc f (x) = o
(

1
x2

)
, d'où l'intégrabilité de f . Ensuite :

∀x ∈ ]0,+∞[ , f (x) =
x.e−2x

1− e−3x
= x.e−2x.

∞∑
k=0

e−3kx

Soit

Ik =

ˆ +∞

0

∣∣∣x.e−(2+3k)x
∣∣∣ dx

On pose x = u
2+3k , changement de variable C1 bijectif :

∀k ≥ 0, Ik =

ˆ +∞

0

x.e−(2+3k)xdx =
1

(2 + 3k)
2

ˆ +∞

0

u.e−udu =
1

(2 + 3k)
2∑

uk converge, donc le théorème d'intégration terme à terme s'applique, ce qui permet de

conclure.

2
´ 1
0

dt√
1−t4

1- Montrer l'existence de I =
´ 1
0

dt√
1−t4

.

2- Montrer que

I =

∞∑
n=0

(
2n
n

)
(4n+ 1) 4n

Indications

1- f : t → 1√
1−t4

est continue sur [0, 1[ et

f (1− h) ∼
h→0+

1

2
√
h

intégrale de référence.

2- On sait que

∀u ∈ ]−1, 1[ , (1 + u)
− 1

2 =

∞∑
n=0

anu
n

1



avec

an =

(
− 1

2

n

)
=

(
− 1

2

)
...
(
− 1

2 − n+ 1
)

n!
= (−1)

n (2n)!

4n. (n!)
2

Donc :

∀t ∈ [0, 1[ , f (t) =

∞∑
n=0

(2n)!

4n. (n!)
2 t

4n

Ensuite intégration terme à terme.

Par exemple, on peut montrer la convergence de
∑ (2n

n

)
(4n+1)4n en remarquant que les sommes

partielles sont majorées par
´ 1
0
f .

3 an = (n!)
2

(2n+1)!

Chercher le rayon de convergence et la somme de la série
∑ (n!)2

(2n+1)!x
n.

On pourra calculer In =
´ 1
0
tn. (1− t)

n
dt.

Indications

lim
n

an
an−1

=
1

4

On en déduit que

R = 4

Avec n intégrations par parties, on montre que

∀n ≥ 0, an = In

Fixons x ∈ ]−4, 4[. On sait que
∑

an.x
n est absolument convergente.

Soit

un = an.x
n =

ˆ 1

0

tn. (1− t)
n
.xndt

et

vn =

ˆ 1

0

|tn. (1− t)
n
.xn|dt∑

vn converge. Il en découle que

s (x) =

∞∑
n=0

anx
n =

ˆ 1

0

∞∑
n=0

tn. (1− t)
n
.xndt =

ˆ 1

0

dt

1− xt+ xt2

Pour 0 < x < 4 :

s (x) =
4√

x (4− x)
arctan

√
x√

4− x

4
´ 1
0

tx

1+tdt

On dé�nit f par

f (x) =

ˆ 1

0

tx

1 + t
dt

1. Trouver le domaine de dé�nition D.

2. Montrer que f est continue sur D.

3. Montrer que f est de classe C1 sur D.

4. Montrer que f est développable en série entière et trouver le rayon de convergence.

5. Calculer f (x) + f (x+ 1) et trouver un équivalent de f en −1.
6. Trouver un équivalent de f en +∞.

7. Montrer que f est analytique sur D.

2



Indications

1. D = ]−1,+∞[.
2. On �xe a > −1. Domination sur [a,+∞[ :

∀x ≥ a,∀t ∈ I = ]0, 1[ , 0 ≤ tx

1 + t
≤ ta

1 + t
= ϕ (t)

et ϕ est intégrable sur ]0, 1[.
3. On �xe a > 0. Domination sur [a,+∞[ :

∀x ≥ a,∀t ∈ I, 0 ≤ |ln t| tx

1 + t
≤ |ln t| ta = ϕ1 (t)

et ϕ1 est intégrable sur ]0, 1[.
4. On �xe x ∈ ]−1, 1[.

∀t ∈ I,
tx

1 + t
=

1

1 + t
.ex.ln t =

∞∑
n=0

un (t)

avec

un (t) =
xn. (ln t)

n

(1 + t)n!

On va appliquer le théorème d'intégration terme à terme :

∀n ≥ 0, In =

ˆ 1

0

|un| ≤
|x|n

n!

ˆ 1

0

|ln t|n dt = |x|n

n!
.Jn

avec

Jn =

ˆ 1

0

|ln t|n dt

Changement de variable : t = e−u.

On obtient

Jn =

ˆ +∞

0

e−u.undu = Γ (n+ 1) = n!

Conclusion :

∀n ≥ 0, 0 ≤ In ≤ |x|n

terme général d'une série numérique convergente.

On peut donc appliquer le théorème d'intégration terme à terme :

∀x ∈ ]−1, 1[ , f (x) =

∞∑
n=0

an.x
n

avec

an =
1

n!
.

ˆ 1

0

(ln t)
n

(1 + t)
dt

5.

∀x > −1, f (x) + f (x+ 1) =
1

x+ 1

f (x) ∼
x→−1

1

x+ 1

6. Avec une intégration par parties :

∀x ∈ D, f (x) =
1

2 (x+ 1)
+

1

x+ 1
.g (x)

où

g (x) =

ˆ 1

0

tx+1

(1 + t)
2 dt

∀x ∈ D, 0 ≤ g (x) =

ˆ 1

0

tx+1

(1 + t)
2 dt ≤

ˆ 1

0

tx+1 =
1

x+ 2
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Donc, en +∞ : g (x) = O
(
1
x

)
.

Conclusion :

f (x) =
1

2x
+O

(
1

x2

)
7. On généralise la question 4.

On �xe a ∈ D et h ∈ R. On remplace x par a+ h.

∀t ∈ I,
tx

1 + t
=

ta

1 + t
.eh.ln t =

∞∑
n=0

un (t)

avec

un (t) = ta.
hn. (ln t)

n

(1 + t)n!

On va appliquer le théorème d'intégration terme à terme :

∀n ≥ 0, In =

ˆ 1

0

|un| ≤
|h|n

n!

ˆ 1

0

ta. |ln t|n dt = |h|n

n!
.Jn

avec

Jn =

ˆ 1

0

ta. |ln t|n dt

Changement de variable : t = e−u.

On obtient

Jn =

ˆ +∞

0

e−u.e−au.undu =
Γ (n+ 1)

(a+ 1)
n =

n!

(a+ 1)
n

Conclusion :

∀n ≥ 0, 0 ≤ In ≤
∣∣∣∣ h

a+ 1

∣∣∣∣n
terme général d'une série numérique convergente si

∣∣∣ h
a+1

∣∣∣ < 1.

Conclusion : on peut appliquer le théorème d'intégration terme à terme si
∣∣∣ h
a+1

∣∣∣ < 1. On obtient

que la fonction

g : h → f (a+ h)

est la somme d'une série entière de rayon Ra ≥ a + 1, ce qui est logique : a + 1 est le rayon de

l'intervalle le plus grand centré en a et contenu dans D.

On peut aussi montrer que Ra = a+ 1.
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